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Introduccié

El proposit que teniem en comengar a escriure aquest llibre era de fer un ma-
nual que cobris el contingut d’un curs basic d’analisi complexa, com els que
s’expliquen a les nostres universitats. El resultat, pero, ha estat un text més
extens que conté temes que no caben en un curs semestral i que corresponen
més aviat a un curs d’ampliacié i també algun material que no és freqiient de
trobar en la bibliografia de variable complexa. Per aquest motiu esperem que
el llibre que presentem sigui un bon complement per a moltes de les referéncies
que fan servir habitualment tant els estudiants com els professors.

Si hem escrit aquest llibre és perqué preteniem aportar alguna novetat,
no només en la presentacié siné també en el contingut, en la llista, llarguissima,
de llibres de variable complexa que van apareixent periodicament. El punt de
partida ha estat enquadrar I’analisi complexa dins el marc general de 1’analisi.
Tot i que és possible presentar —i aixi ho fan molts textos— la variable complexa
d’una manera aillada i especifica, nosaltres hem optat per buscar el maxim de
punts de contacte amb altres parts de ’analisi. El punt de vista que hem pres
ha tingut com a conseqiiéncia la inclusié d’alguns apartats que no sén habituals
en altres textos i una formulacié nova d’alguns resultats classics. En destaquem
uns quants tot seguit.

En el capftol 3 es déna la versié real dels teoremes de Caucly i de Cauchy-
Goursat. El resultat és una versi6é de la férmula de Green amb hipotesis de
regularitat molt febles, les quals serveixen també per als teoremes classics del
calcul vectorial.

En el mateix capitol 3, la presentacié del teorema de Cauchy en el con-
text de ’analisi vectorial permet formular una aproximacié al concepte d’ho-
lomorfia des d’una perspectiva de variable real en termes dels camps que sén
simultaniament conservatius i solenoidals. El concepte de funcié harmonica
apareix aleshores d’una manera molt natural.

xiii



xiv INTRODUCCIO

En el capitol 6 es demostra una versié homologica de la férmula de Green
que es pot interpretar com una férmula de Green amb multiplicitats. Amb
l’ajuda d’aquesta férmula i d’un procés de regularitzacié, que és estandard en
variable real, es contesta afirmativament la pregunta de L.V. Ahlfors sobre la
possibilitat de modificar la demostracié del teorema de Cauchy per tal que
cobreixi també el cas de qualsevol forma diferencial localment exacta.

En el capitol 7 s’estudien de manera sistematica les funcions harmoniques
i Poperador de Laplace en un context de variable real a R™ i es destaca 1’espe-
cificitat del cas de dimensi6 2 i la relacié amb les funcions holomorfes. L’estudi
inclou, amb detall, les propietats del potencial de Riesz d’una mesura i la seva
importancia en la solucié de I’equacié de Poisson i dels problemes de Dirichlet
i de Neumann no homogenis.

En el capitol 9 s’analitza la relacié que hi ha entre la funcié de Green i la
representacié conforme, la qual permet demostrar el teorema de Riemman a
partir de la solucié del problema de Dirichlet, tot i que també es déna la
demostracié basada en les propietats de les families normals. L’existéncia de
soluci6 per al problema de Dirichlet es prova amb el meétode de Perron, el qual
és generalitzable a qualsevol dimensid.

De la mateixa manera que s’ha tractat 1’equacié de Poisson o equacié in-
homogeénia per al laplacia, en el capitol 10 es consideren les equacions inho-
mogenies de Cauchy-Riemann. La solucid, en el cas general, s’obté fent servir
el teorema d’aproximacié de Runge i permet estudiar el problema de Dirichlet
per a ’operador 9.

El capitol 11 esta dedicat a ’estudi dels conjunts de zeros de les funcions
holomorfes i es posa de manifest la relacié que hi ha entre aquesta qiiestié
i equacié de Poisson, a la qual ja ens hem referit. Aquesta relacié permet
analitzar la distribucié dels zeros d’una funci6 holomorfa en termes del seu
creixement.

Finalment, el lligam entre la variable real i la variable complexa apareix
també en el capitol 12 amb la transformada de Fourier complexa o transformada
de Laplace. Es déna una demostracié del teorema de Shannon-Whittaker, molt
conegut en teoria de la informacié, fent servir els métodes que s’han utilitzat
en el capitol 10 per a la descomposicié6 de funcions meromorfes en elements
simples.

Per a la lectura d’aquest text és suficient tenir un bon coneixement de la
topologia del pla i del calcul diferencial per a funcions de diverses variables reals.
A partir d’aqui, el llibre és autocontingut i donem demostracions rigoroses de
tots els enunciats sense evitar algunes qiiestions que de vegades es tracten una
mica superficialment. En aquest sentit volem destacar ’estudi, en el capitol 1,
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dels dominis del pla amb vora regular incloent-hi el tractament de 1’orientacié
de la frontera. Aquest estudi ens ha permes formular de manera precisa la
versi6 dels teoremes classics de ’analisi complexa per a dominis amb vora
regular orientada, versié que és la que més s’utilitza a I’hora de les aplicacions.
Tot i aix0, en el capitol 6 donem també la versié homologica dels teoremes
fonamentals, en la linia iniciada per Ahlfors, que és més general i que es pot
relacionar d’una manera més flexible amb la topologia dels dominis plans.

L’extensi6 del text permet que se’'n puguin fer diverses lectures o seguir
itineraris de diversos nivells. Per exemple, es pot seguir un curs basic de variable
complexa amb els capitols 1 i 2, el capitol 3 fins a la seccié 3.5 inclosa i els
capitols 4, 5 i 8, aquest darrer sense les seccions 8.8 i 8.9, si es vol.

Una altra possibilitat és fer servir, totalment o parcialment, el contingut
dels capitols 9, 10, 11 i 12 per a un curs d’ampliacié de variable complexa.

Ates el plantejament inicial de buscar la maxima interconnexié amb altres
parts de I'analisi, hem posat molt d’émfasi en el paper que fan les funcions
harmoniques i en ’estudi dels problemes que s’hi relacionen. Hi hem dedicat
el capitol 7, que és el capitol més llarg del llibre i que es pot utilitzar com
una introduccié a la teoria del potencial. Aquest capitol es pot llegir de forma
independent coneixent només el contingut del capitol 3; en tot cas, les seccions
7.7 fins a la 7.12 poden requerir un nivell de maduresa matematica una mica
superior a la dels capitols precedents.

Cada capitol esta distribuit en seccions, i cada seccié, en apartats. Tots els
enunciats (teoremes, proposicions, lemes i corollaris), aixi com els exemples,
estan numerats d’una manera continua dins de cada capitol; només queden al
marge d’aquesta numeracié les observacions. L’tltima seccié de cada capitol
conté enunciats d’exercicis proposats.

No cal dir que en la preparacié d’aquest llibre ens hem beneficiat de la feina
i de 'experiéncia d’autors anteriors. Volem manifestar el nostre deute amb
Ahlfors [1], Burckel [3], Gamelin [7] i Saks-Zygmund [11]. Estem molt agraits
també a Juan José Donaire per la seva lectura de l’original, a Llufs Bruna i
Miquel Dalmau, que n’han fet lectures parcials i a Mark Melnikov que ens ha
proporcionat alguns dels exercicis proposats. Tots ells ens han fet suggeriments
molt valuosos.

Finalment, el llibre no existiria sense la feina tipografica excellent de Raquel
Hernindez, Maria Julia i Rosa Rodriguez. A totes elles els en donem les gracies.

Bellaterra, juny del 2008

Joaquim Bruna i Julia Cufi






Capitol 1

Aritmetica i topologia del pla complex

En aquest capitol s’estudien les propietats del pla complex, tant pel que fa a
la seva estructura de cos com a les seves propietats topologiques. Tot i que
la majoria d’aquestes ja s6n conegudes pels estudiants d’Analisi complexa, es
fa un repas de l’aritmeética dels complexos i de la topologia del pla complex,
posant emfasi en l’estudi dels dominis plans amb frontera regular. També
es posa de manifest la utilitat de la notaci6 complexa a I’hora de considerar
algunes qiiestions de geometria analitica, com ara les aplicacions ortogonals,
que seran utils més endavant. S’estudien detalladament les determinacions
de l'argument i la nocié d’index d’una corba plana, qiiestions que, tot i ser
de caracter essencialment topologic, tenen una gran transcendéncia de cara a
entendre el comportament de les funcions holomorfes, que és I’'objectiu dels
capitols segiients.

1.1 Aritmeética dels nimeros complexos

1.1.1 Operacions aritmetiques, modul i argument

El cos dels nimeros complexos C és el resultat d’adjuntar al cos dels nimeros
reals R una unitat imaginaria i tal que i2 = —1. L’expressié general d’un
nimero complex és, doncs, z = z + iy amb z,y € R; £ s’anomena part real de
z, x = Re z,1y la part imaginaria de z, y = Im z. Si associem a z el punt del pla
de coordenades (z,y), respecte d’un sistema de referéncia fixat, C s’identifica

1



2 JoAQUIM BRUNA i JULIA CUFi

amb R? i parlem del pla complez d’Argand-Gauss. El nimero z = = — iy
s’anomena conjugat de z; I’aplicacié z — Z és la reflexi6 respecte de ’eix de les
abscisses. Hom té aleshores les relacions

1 _ 1 _
Rez—5(2+z), Imz—Z(z—z).

La suma dels nimeros complexos z = a + ib, w = ¢+ id, que és z + w =
(a +c) +1i(b+ d), es visualitza amb la regla del parallelogram de la suma de

vectors, identificant z amb el vector que té ’origen en 'origen de coordenades
i Pextrem en z, i analogament per a w (fig. 1.1).

Z+w

Figura 1.1

Per a visualitzar geometricament el producte
zw = (ac — bd) + i(ad + bc)

és necessari parlar primer de la forma polar dels niimeros complexos i per a
aixo cal introduir el modul i ’argument d’un nimero complex.

El modul de z = z + iy és la distancia a l'origen del punt (z,y), |z| =
vVz? +y2 = V2-Z. Hom té la desigualtat triangular

|z + w| < [2] + [w],

n n
D a < I,
i=1 i=1

que implica
llz] = fw]] < 2w,

i també valen les igualtats
lzw| = |z||w],
|2122 - 2n| = |z1“22l <+ |2nl,

per a z,w, 21,...,2n, € C.
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Amb les operacions de suma i producte que s’han introduit, el pla complex

C és un cos commutatiu en el qual I'invers d’un ndmero z # 0ész~1 =1 =
z |z|

Recordem que, per definicié, 2w és la longitud d’un cercle de radi 1 (i,
per tant, un cercle de radi r té longitud 27r). La definicié geometrica de les
funcions trigonometriques sinus i cosinus es fa aleshores de la manera segiient:
si recorrem el cercle de centre 0 i radi 1 en el sentit contrari al de les agulles del
rellotge una longitud ¢ > 0 a partir del punt 1, arribem a un punt que anomenem
1;; per definicid, les parts real i imaginaria d’aquest punt sén, respectivament,
cost i sint; per a t < 0 fem el mateix pero en sentit contrari (fig. 1.2).

1,

g t
sint

cost

Figura 1.2

Aixi, 1; = cost + isint, i la definicié de 7 que hem donat equival a definir 5
com el primer zero positiu de la funcié cosinus. Les funcions sinus i cosinus s6n
2w periodiques i, a més, cosinus és parella i sinus és senar. A partir de les defi-
nicions anteriors es demostren totes les propietats d’aquestes funcions que ens
s6n familiars. En particular, es tracta de funcions indefinidament derivables de
la variable real t, que compleixen (sint)’ = cost, (cost)’ = —sint. Les férmules
d’addicié

cos(t + s) = costcoss — sintsin s, 1)

sin(t + s) =sintcoss + costsin s

també es poden justificar geometricament. La figura 1.3 és una prova de la
segona férmula de (1.1). La igualtat

11, = 1t+s,
que és conseqiiéncia de les férmules anteriors, ens diu que 'aplicacié

t—*lt
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és un morfisme del grup additiu dels nimeros reals sobre el grup multiplicatiu
T dels nimeros complexos de modul 1, amb nucli 27Z, on Z representa 1’anell
dels enters. En particular tenim les férmules de de Moivre: (cost + isint)” =
cos(nt) + isin(nt). Les férmules classiques per als sinus i cosinus de 1’angle
doble, triple, etc. es dedueixen d’aquestes. Per exemple, si n = 2, igualant les
parts reals i les parts imaginaries en la relaci6 de de Moivre, hom té

cos 2t = cos®t — sin® ¢;

sin 2t = 2sint cost.
Si fem el mateix per a n = 3, resulta

cos3t = cos®t — 3costsin’¢;

sin3t = —sin® ¢ + 3cos? tsint.
N
I
AC = MN =sin(t + s)
4 AC = AB + BC
J AB = OB-sint = cos s-sint
S
B BC = BN-cost = sin s-cost.
t e
0 M A
Figura 1.3

Exemple 1.1. A partir de les férmules anteriors i utilitzant que sin3 = 1,
sinm = —1, etc. (que sén conseqiiéncia de la definicié de 7) s’obtenen les
relacions trigonometriques ben conegudes:

s'nﬂ—cosﬂ'— 1' sinﬂ—\/g—cosﬂ' cos7r—1—sin7r O
ML T YT 3- 2 % 3 2 0%

Observem que si z és un nimero complex, z # 0, llavors z/|z| € T i, per
tant, z/|2| = 14 amb ¢ € R.
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Definicié 1.2. Anomenem argument de z € C, z # 0 1 representem per arg z
4

qualsevol nimero ¢ € R tal que o= 1.

De vegades s’utilitza també la notacié argz per a designar el conjunt de
tots els arguments de z. Notem que si ¢ és un argument de z, aleshores arg z =
{¢ + 27k, k € Z}. Formalment, argz és, per tant, una classe d’equivaléncia
de R/27Z; informalment, diem que argz estd determinat llevat d’un miltiple

enter de 27. Amb aquestes notacions i d’acord amb (1.1) es compleix
1
arg zw = arg z + argw, arg ~ =argz = —argz.

Per definicid, l’angle entre z i w amb z,w # 0 o angle que va de z a w és
argw — argz = argwz = arg *’. Es tracta d’angles orientats; aixi, 'angle que
va de w a z, arg z — argw, és 'oposat de I’angle entre z i w.

Definicié 1.3. Entre tots els arguments de z € C, z # 0, l’inic que pertany a
Uinterval (—m, 7] s’anomena argument principal de z i es designa per Argz.

Si z=2x+iy amb z > 0, és Argz = arctanZ (recordem que la fun-
ci6 arctan z és la funcié inversa de la funci6 tanz = z:)"—sz i és continua i bijectiva
de (—%, %) a R). En els altres quadrants ’argument principal no és arctan £.
Siz =1y, y >0, é Argz = 7; en el segon quadrant, z = r + iy amb < 0,
y>0,és Argz = arctan £ + 7; si 2 = < 0, Argz = ; en el tercer quadrant,
z=z+1y, r,y <0, és Argz = arctan £ — 7 i finalment, si z = iy, y < 0, és
Argz = —73.

L’expressi6é z = |z|14, en termes del mddul i un argument, s’anomena forma
polar de z, i també s’utilitza la notacié z = ry, on r = |z|. Més endavant intro-
duirem la notacié basada en la funcié exponencial. L’operacié de multiplicar
per z es visualitza ara facilment com una transformacio en el pla complex: mul-
tiplicar pel nimero positiu |z| és una dilatacié, i multiplicar per 14 consisteix
en un gir d’angle ¢.

1.1.2 Arrels n-ésimes i poténcies

Una propietat important de C és la de ser un cos algebraicament tancat. Aixo
significa que tot polinomi P amb coeficients complexos de grau n té exactament
n arrels ay, az,...,ay, i P factoritza en la forma

P(z)=A(z—ai1)---(z — an),

on A és una constant. Aquest resultat s’anomena també teorema fonamental
de l’dlgebra; en veurem una prova més endavant. En particular, tot nimero
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complex z # 0 té n arrels n-ésimes diferents. Aquest fet es pot provar direc-
tament tenint en compte que si z € C, z # 0, les seves arrels n-ésimes son les
solucions de ’equacié w™ = z. Posant z = |2|14 i w = |w|14, I'equacié anterior
equival a

[w|"1ne = |2|14
la qual imposa |w|™ = |z| i na = ¢+ 2k, k enter. Ara es comprova de seguida
que les solucions

wi = |z|1/"1¢/n+2%r,C perak=0,1,2,...,n—1

s6n totes diferents i que qualsevol altra solucié és una d’aquestes. Indicarem
per zn qualsevol de les arrels n-ésimes de z. Observem que les arrels n-esimes
d’un nimero complex corresponen a punts situats en els vertexs d’un poligon
regular de n costats.

Exemple 1.4. Si calculem les arrels cibiques de i, trobem
221%, w,c=1%+2ka, k:071a27

que corresponen als punts de la figura 1.4 O

(]

wo = V3/2+1i/2,
wy = —V3/2+1/2,

wy = —1.

Wa
Figura 1.4

Les n arrels d’1 s’anomenen arrels n-ésimes de la unitat i formen un grup
multiplicatiu d’ordre n. El niimero w = 15,/, s’anomena arrel n-ésima primiti-
va, de manera que les n arrels n-ésimes de la unitat sén 1=w°, w, w?,...,w" 1.
Si x és un numero real positiu, la seva arrel quadrada positiva es designa per
\/Z; tot seguit ampliem el significat d’aquesta notacié. De les dues arrels qua-
drades de z € C, z # 0, la notacié /z designara aquella que o bé té part real
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positiva, o bé esta en el semieix imaginari positiu; en notacié polar,

\/; =V |z|1Argz/2-

La funcié v/z s’anomena determinacid principal de l’arrel quadrada. De manera
analoga, la notacié {/z es reserva per a la determinacié de ’arrel n-esima que
esta en el sector — X < Argw < T.

Exemple 1.5. Per a un polinomi de grau dos, P(z) = Az?2 + Bz + C, A # 0,

i . 2
lequacié P(z) = 0 s’escriu, completant quadrats, de la forma (z+ 2%) =

2 . . ’
ZBZg - % i arribem a la férmula

—B+vVB? —4AC
z =
2A

per a les dues solucions de P(z) =0, amb A, B, C complexos qualssevol. [

Les poténcies de base complexa i exponent enter tenen una definicié univoca,

=2z 2,
2T =717l 7L
Pero si ’exponent g és racional i ¢ = I, 29 es defineix com 29 = (2= )". Aixo

coincideix amb (z")'/™ i és independent de 'expressié de q. Si z = rly és
I'expressi6 polar de z i ¢ = 7+ és I’expressié6 irreductible de g, 27 és el conjunt
format pels m nimeros (diferents)

m\/|2|n11¢+k21r_n, k=0,...,m—1.
n

Si 7+ és Pexpressi6 irreductible de ¢ i z # 0, hi ha, doncs, m valors diferents
de 29. Si w és un d’aquests valors, w= és un conjunt de n nimeros un dels
quals és z; per tant, s’ha d’anar amb compte amb equacions com ara

n

(Z;)% =z,

que és incorrecta, perque el terme de ’esquerra designa un conjunt de n nimeros
complexos, mentre que el terme dret és tan sols un d’aquests nimeros. La
definicié de 2™ per a z, w generals la donarem més endavant.

1.1.3 L’estructura de cos

El pla R? s’identifica amb C i, per tant, té estructura de cos. Es ben conegut,
pero, que aquest cos no pot ser ordenat com ho és R.
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Teorema 1.6. En el cos C no és possible definir un ordre total que sigui
compatible amb les operacions de suma 1 producte.

Demostracié. Suposem que existis un ordre en els complexos que complissin
les propietats: 1. Donats 2, w diferents, o bé 2 < w o bé w < z. 2. Si 2z < w,
llavors z + h < w + h per a tot h. 3. Si z,w > 0, també zw > 0 (aquestes tres
propietats impliquen totes les regles aritmétiques habituals). El nimero ¢ seria
positiu o negatiu; suposem i > 0. Aleshores —1 = i2 > 0, i sumant 1, obtenim
0 > 1. D’altra banda, com que —1 > 0, també 1 = (—1)(—1) > 0. Arribem
aixi a 0 > 11i 1 > 0 simultaniament, que és absurd. Igualment s’arriba a una
contradicci6 si partim de 7 < 0. O

D’altra banda, és forga natural preguntar-se si R™, per a n > 2, pot tenir
una estructura de cos de manera que C = R? en sigui un subcos. La resposta
és negativa i la situacié és la descrita en el teorema segiient:

Teorema 1.7. Cap espai R™ amb n > 2 té una estructura de cos commutatiu
que estengui la de C. A R* es pot definir una estructura de cos no commutatiu,
el cos dels quaternions, extensic de C. A R® es pot definir una estructura de
cos no assoctatiu, el cos dels octonions, també extensié de C.

Demostracié. Tan sols veurem que a R3 no pot definir-se cap estructura de
cos commutatiu extensié de C i definirem els quaternions. Representem els
vectors de R3 en la forma a +bi +cj (és a dir, i és el vector (0,1,0) i j és el vec-
tor (0,0, 1)) i suposem que tenim una multiplicaci6 estenent la de C. Observem
que una multiplicacié d’aquestes caracteristiques queda completament deter-
minada dient quant val ij, perqué aleshores, per I’associativitat del producte,
hom té
—j = (i%)j = i(i5), 5> = —(i5)*.
Llavors, posant ij = a + bi + ¢j amb a, b, c € R, seria

—j=ai—b+c(ij) = ai — b+ c(a+ bi + cj),

2

d’on, igualant coeficients, es desprén c* = —1, en contradiccié amb c € R.

La idea que porta als quaternions és que, si bé no és possible definir ij com a
element de R3, potser sf que ho és si hom té més espai, per exemple a R%. Aixd
és factible si s’abandona el requeriment que el nou producte sigui commutatiu.
Posant k per al vector (0,0,0,1) i

ij=—ji=k, ki=—ik=j,  jk=-kj=i
2-2=j2=k2:_1’

hom pot comprovar que R?* té estructura de cos (no commutatiu). O



1. ARITMETICA I TOPOLOGIA DEL PLA COMPLEX 9

1.2 Geometria analitica amb terminologia complexa

1.2.1 Rectes i circumferéncies

Es convenient disposar de les nocions geometriques o meétriques habituals a R?
en notacié complexa. Fem la identificacié entre el niimero complex z = x + iy
i el punt (z,y) del pla i també amb el vector d’origen el de coordenades i
extrem z.

El producte escalar euclidia entre 2 = a+1bi w = c+1id és ac+bd = Re zw.
Aixi, Re zw/|z||w| és el cosinus de I’angle format per z, w. Com que iw és
perpendicular a w, (Imzw)/|z||lw| = — Reziw/|z||lw| = Reziw/|z||lw|, és el
cosinus de I’angle entre z i iw i també el sinus de I’angle entre z i w.

Si a I’equaci6 lineal Az + By + C = 0 fem la substitucié =z = zzﬂ, y= zz—_f,
resulta que I’equaci6 general d’una recta és del tipus @z + az + m = 0, amb
a € C, m € R i, en variar m, s’obtenen totes les rectes que sén perpendiculars
a a. En forma parameétrica, ’equaci6 de la recta que passa per z; i té 22 per
vector director és z(t) = 21 + tza,t € R.

L’equaci6 general d’una conica és P(z,y) = 0, on P és un polinomi amb

coeficients reals de grau dos: P(z,y) = Y. ak; 2"y, ak; € R. Si fem la
k+1<2
substitucié = = (2 + 2)/2, y = (z — Z) /24, trobarem una expressié del tipus

P(z) = Z ax 1257,
k+1<2

on ara els ax, sén nimeros complexos que compleixen a; r = @,;. En general,
un polinomi en z, Z de grau n,

P(z) = Z ak‘lzkE‘,
k+i<n

pren valors reals si i només si oy x = @k, que és el que s’obté si s’imposa la
condicié P(z) = P(z) i s’igualen coeficients. Tornant al cas n = 2, I’expressié
general de les coniques es pot reescriure en la forma

B22 + P22 +n|z|* +az+az+m =0,
amb m,n € Ria,3 € C. Per a un cercle de centre a i radi r, és
(z—a)z-a)—r’=|z]?—az—az—r?+|a?=0.

Aixd és, els cercles corresponen a 3 =0, n #0i 2 — |a|? < 0, en I'equacié
d’una conica.
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1.2.2 Aplicacions lineals conformes i anticonformes

El pla R? = C és un R-espai vectorial i podem considerar, per tant, les aplica-
cions T': C — C que sén R-lineals, és a dir, que compleixen T'(\1z + Aw) =
AT (2) + AT (w) si A1, A2 € R, z,w € C. Habitualment les manipulem amb la
matriu de T respecte de la base (1,0) =1, (0,1) = 1,

T=(“ b) a,b,c,d € R,
c d

de manera que (z, y) 5 (az+by,cx+dy), T(1) = (a,¢) = a+ci, T(i) = (b,d) =
b+ id. En termes de z = z + 1y, és T(z) = az + by + i(cz + dy) = az + (7,
amb a = Y(a+d—-ib+ic), B = 3(a—d+ic+ib). Aixd significa que
T(z) = az+ fZ, amb a, § € C qualssevol, és I’ezpressid general d’una aplicacié
R-lineal. Es immediat comprovar que

detT = ad — be = |o|? — |82,

i, per tant, T és invertible quan |a| # |B|. En aquest cas podem expressar
I’aplicaci6 inversa T~ amb notacié complexa resolent el sistema en 2, z

az+fZ=w
Bz+az=mw,
que déna z = T~} (w) = W(Ew — pw).

D’altra banda, C és també un C-espai vectorial (de dimensié 1) i podem
considerar les aplicacions T': C — C, que s6n C-lineals, és a dir, que compleixen
T(Mz1+A222) = AT (21)+A2T(22), on ara A, A2 € C. Evidentment, en aquest
cas T esta completament determinada per a = T(1) mitjangant T'(z) = az.
Les aplicacions C-lineals sén, és clar, R-lineals i dins d’aquestes es caracteritzen
per la condicié 8 = 0, si Tz = az + #z. També és facil veure que una aplicacié
R-lineal T és C-lineal si i només si commuta amb ’operaci6é de multiplicar per ¢
(gir d’angle 90°): T'(iz) = iT(z). Analiticament, si T'(z) = az + (%, la condicié

aiz + B(iz) = T(iz) = iT(z) = i(az + (7)
implica —BiZ = iz, per a tot z i, per tant, 8 = 0.

Definicié 1.8. Una aplicacié T de C a C, R-lineal i invertible, s’anomena
conforme si preserva la magnitud i l'orientacid dels angles, és a dir, si per a
qualssevol z,w € C l’angle entre z, w és el mateix que ’angle entre Tz, Tw.
Analiticament, T ha de complir

argTz —argTw = argz — argw, z,w € C.
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Obviament, aixo és el mateix que imposar argTz—argz = argTw — argw,
per a tot z,w: aixi, la funcié argTz — argz és constant respecte de z quan
mirem els seus valors a R/27Z. Com que arg % = arg Tz — arg z, aix0 significa
exactament que tots els punts %, z # 0, sén en una semirecta fixa que passa
per lorigen. Ara bé, si Tz = az + 3z, la quantitat

Tz z

=a+f-
z

recorre, en variar z # 0, el cercle de centre « i radi |8], i és clar que només pot
estar inclos en una semirecta si |G| = 0. Aixi, hem vist:

Proposicié 1.9. Per a una aplicacié T de C en C, R-lineal i invertible, son
equivalents:

a) T és conforme.
b) T és de la forma Tz = az, amb a € C, és a dir, T és C-lineal.

¢) T consisteiz en un gir (d’angle Arg o) seguit d’una dilatacié (de factor |a).

En termes de la matriu de T, la condicié 3 = 0 equival a d — a = i(b + ¢),
és a dir, a = d, b = —c i resulta

0 bé Tz = az amb a = a + ic. De manera analoga, les aplicacions T'(z) = 5z
sén exactament les que preserven la magnitud dels angles perd en canvien

Porientacié. S’anomenen anticonformes o bé C-antilineals i tenen una matriu
del tipus T = (¢ 5,).

Si a una aplicacié conforme Tz = az o anticonforme Tz = 8% li imposem
que conservi les distancies, haurd de complir |T'z| = |z|, és a dir, |a] = 1 o
|B] = 1. Aixo significa a? + ¢ = 1, que vol dir que la matriu de T és una
matriu ortogonal, és a dir, que satisfa 7-! = T*.

Definicié 1.10. Diem que l’aplicacio R-lineal T de C a C distorsiona les
distancies en un factor constant m > 0 si [Tz — Tw| = m|z — w|, és a dir, si
i només si |Tz| = m|z| per a tot 2.

Aix0 equival al fet que Izi =a+ 6% té modul constant m i només pot

passar si a = 0 (i llavors m = |(|), o bé si § = 0. Aixi, hem vist:

Proposicié 1.11. Una aplicacié T de C a C, R-lineal i invertible, distorsiona
les distancies en un factor constant si i només si és C-lineal o bé C-antilineal.
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En el cas m = 1, es tracta de girs o bé de girs seguits d’una reflexié.

Hem vist que les aplicacions R-lineals de R? a R? que preserven la magnitud
dels angles sén les C-lineals i les C-antilineals. Com sén aquestes transforma-
cions en el cas de I’espai R™? Ens ho diu el resultat segiient:

Proposicié 1.12. Una aplicacié R-lineal T: R™ — R", invertible, preserva
la magnitud dels angles si i només si és de la forma T = MO amb O una
transformacid ortogonal i A > 0.

Recordem que una transformacié és ortogonal si estd donada en la base
canénica per una matriu O tal que OO* = O'O = I, on O! és la matriu
trasposta de O i I la matriu identitat. Per tal de simplificar farem servir la
notacié |z| per a indicar la norma del vector £ de R™ en lloc de ||z|| que és,
potser, més habitual.

Demostracio. Preservar la magnitud dels angles és el mateix que preservar el
cosinus d’aquests angles,
TuTv  uw
|Tul |Tv| ~ |ullol’
Si O és ortogonal, O preserva el producte escalar i la norma; per tant, si T = A\O
és

u,v € R™.

TuTv  A0u-Ov _ OuOv  uwv
|Tul|Tv] — A2|Oul|Ov| ~ |Oul|Ov] ~ |ul|v]’

Reciprocament, suposem que T preserva la magnitud dels angles i sigui
e1,e2,...,en la base canonica de R™. Llavors els vectors Te;,Tes,...,Te,
sén dos a dos perpendiculars. Sigui O la transformaci6 lineal definida per
Oe; = ]%:_I’ com que transforma una base ortonormal en una altra base orto-

normal, O és una transformacié ortogonal. Aleshores O~!T = R és una altra

transformacié lineal, invertible, que preserva angles i Re; = c;e;, i1 = 1,...,n,
on ¢; = |Te;|. Si ara suposem que
Ru-Rv Uu-v
|Rul |Rv|  |ul|v]

amb u = e; + €; i v = ¢;, trobem

(ciei + cjej)-cie; 1

FTG Ve

Aixi, 2¢3 = ¢? + cZ i, per tant, ¢; = ¢; = A. Aix0 significa R = AId i, per
tant, T' = MAO. Les transformacions conformes corresponen a det O = +1, les
anticonformes, a det O = —1. O
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Per tant, la situacié és la mateixa que en dimensié 2, en el sentit que les
transformacions lineals que conserven angles s6n transformacions ortogonals
seguides de dilatacions, és a dir, sén les semblances.

1.3 Nocions topologiques. El pla compactificat

Considerarem sempre que el pla complex C esta dotat de la topologia habitual,
és a dir, la que té com a base d’entorns de cada punt a € C la familia de discos
oberts, D(a,r) = {# € C: |2 —a| < 7}, per a r > 0. També farem servir
la notacié D,(a) per a aquests discos i C(a,r) o Cr(a) n’indicara la frontera,
és a dir, la circumferencia de centre a i radi 7. En general, F designara la
frontera topologica del conjunt E. El disc D(0, 1) ’anomenarem el disc unitat
i el representarem per D. Es molt convenient, pero, submergir I’espai C en un
espai més ampli, compacte, obtingut per I’adjuncié del punt de l'infinit.

Designarem per C* l’espai compacte obtingut en afegir a C el punt de
Pinfinit, co. Una base d’entorns de oo la formen els complementaris dels discos
tancats centrats en 0, {z : |z| > r} U {oco}. Per tant, si (z,,) és una successié
de nimeros complexos, lim,_,o 2, = 0o vol dir que, per a tot > 0, hom
té |zn| > r per a n prou gran, o bé, que |z,| — 400, quan n — oo. Aixi,
un obert de C* que contingui co ha de contenir {z : |2| > 7} per a un cert
r > 0. Per exemple, un semipla {z: Rez > a} té oo com a punt adherent i
el conjunt {2: Rez > 0} U {00} no és un obert de C*. Tota successié (z,) de
punts de C té una parcial convergent a un punt de C*; si la successié és acotada
té una parcial convergent a un punt de C, i si no és acotada, té una parcial
convergent a oo.

La projeccié estereogrifica estableix un homeomorfisme entre 1’esfera S? =
{(z,y,2) € R3: 22 4+ y? + 2% = 1}, sense el pol nord, i el pla complex. Si
pensem en C com el pla de ’equador de S?, el punt z del pla té associat a S2 el
punt P interseccié de S? amb la recta que uneix el pol nord amb z. Per tant,
I’espai compactificat C* s’identifica amb S2, i el pol nord, amb oo (fig. 1.5).
Analiticament és

P=( 2z 2y 2442 -1

1+22+y?2’ 1422 +y?2’ 22+ 32 +1
Per aquest motiu, ens referirem indistintament al pla complex ampliat C* o a
lesfera de Riemann S2.

) siz =1z +1y.

Sovint considerarem funcions definides en subconjunts E de C, en gene-
ral oberts, que prenen valors reals o complexos. Quan es parli de funcions
continues, diferenciables, etc., s’entén que a E se’l considera com a subcon-
junt del pla, amb la distancia habitual, que en notacié complexa no és altra
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Figura 1.5

cosa que d(z,w) = |z — w|. Per exemple, que una funcié f definida a E sigui
continua en un punt z € E vol dir que per a tot € > 0 hi ha un § > 0 tal que
w € E, |lw— z| < § implica |f(w) — f(2)| < &; equivalentment, per a tota
successié (z,) de punts de E amb limit 2, la successié imatge (f(zn)) té
limit f(z). Designarem per C(E) el conjunt de les funcions continues a E.

Més generalment, podem considerar funcions continues f: E — C*, on ara
E és un subconjunt de C* i f també pren valors a C*. Si co € F la continuitat
en el punt de Pinfinit significa que f(oo) =1 € C* i lim|;| f(2) =, és a dir,
per a tot € > 0 hi ha un r > 0 tal que |f(2) — | < e si |2| > r, quan | # o0, 0
bé |f(2)| > 1/e si |z| > 7, quan | = oo.

Aixi, per exemple, tota funcié definida a C* per un polinomi de la variable
complexa z, P(z) = ap+a1z+---+ap2",amba; € C,i=1,...,n, z€ C
i P(c0) = 0o sin > 1 és una funcié continua a C*. En efecte, la continuitat
a C és evident i per al punt de l'infinit, la condicié lim|,|—c P(2) = oo és
conseqiiéncia de la igualtat P(z) = 2™ (%& + 81 +.--+ay), z € C. En canvi
una funcié definida per un polinomi en les dues variables reals z, y és continua
a C perd pot no ser-ho a C* com es veu agafant P(z,y) = z + y, per exemple.

Al llarg d’aquest text apareixera sovint la nocié de domini. Un domini del
pla complex és un obert connex de C. De vegades s’utilitza també el terme
regid en lloc de domini. A més a més dels dominis, considerarem també oberts
qualssevol i conjunts compactes de C, i convé repassar les propietats de connexio
d’aquests conjunts, aixi com les dels seus complementaris.

Recordem primer que les components connezes d'un conjunt A C C sén els
subconjunts connexos maximals de A i que A és la reunié disjunta de les seves
components. Tota component connexa de A és tancada a A i, per tant, tancada
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a C si A és tancat a C. Les components de A en general no s6n obertes a A;
quan A és obert a C, llavors les components connexes de A sé6n obertes a C i,
en particular, n’hi ha com a maxim una quantitat numerable. Quan A no és
obert, pot haver-hi una quantitat no numerable de components connexes. Un_
exemple extrem és el conjunt de Cantor, que és un conjunt perfecte (tots els
seus punts s6n d’acumulacié), no numerable i totalment desconnex. Per tant,
doncs, les components connexes del conjunt de Cantor sén cadascun dels seus
punts, en quantitat no numerable i no sén obertes a R.

Aixi, si K és un compacte de C, les components connexes de C \ K sén
conjunts oberts connexos de C, és a dir, dominis de C, en quantitat finita o
numerable. Tota component C de C\ K compleix la condicié6 0C C K. Entre
totes les components de C\ K n’hi ha sempre una i només una que no és acotada:
és la que conté els punts z ¢ K amb |z| prou gran. Totes les altres components
—si n’hi ha— sén acotades i, intuitivament, representen els “forats” de K. Un
forat C de K és, per tant, un domini acotat de C\ K amb 0C C K, i n’hi ha
una quantitat finita o numerable.

Si U és un obert de C, llavors C\U és tancat i les seves components connexes
soén conjunts tancats de C, en quantitat no necessariament finita o numerable,
tal com passa, per exemple, si U = C\ E, on F és el conjunt de Cantor. Si U és
un obert, la frontera de cada component connexa C de C\U compleix 0C C C,
dCNU =0idC c dU. Quan U és obert, no es pot parlar de “la component
no acotada” de C\ U perqué pot ser que C\ U no tingui cap component no
acotada (per exemple, si U = C\ K, K compacte), o bé que en tingui més
d’una (per exemple si U és una banda illimitada). Ara la idea intuitiva de
“forat” de U correspon a les components connexes acotades de C \ U, i poden
apareixer, fins i tot, en quantitat no numerable, tal com hem vist.

Es immediat comprovar que un conjunt A C C no té components connexes
acotades si i només si AU{oo} és connex. Aixi, un compacte K C C (respectiva-
ment un obert U C C) no té “forats” (components acotades del complementari
en C) si i només si C* \ K (respectivament, C* \ U) és connex. Per al cas d’un
compacte K, C* \ K connex equival a C\ K connex perqué les components
connexes de C* \ K sén les mateixes que les de C \ K, afegint el punt oo a
la component no acotada. En canvi, per a un obert U, en afegir el punt oo,
diferents components de C \ U poden quedar connectades a C*. Per exemple,
si U és una banda, U = {z € C: a < Rez < b}, U no té forats, C\ U té dues
components (no és connex), perd C* \ U si que és connex.

Pel que acabem de comentar, és més convenient, en general, pensar en
el complementari d’un obert o d’un compacte de C respecte de tot el pla
ampliat C*.
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Definici6 1.13. Un domini U del pla complex s’anomena simplement connex
si el seu complementari respecte del pla ampliat, C* \ U, és connez.

Intuitivament, el fet de ser simplement connex vol dir que el domini U
no té “forats”, és a dir, que C \ U no té components acotades perqué I'inica
component de C* \ U ha de contenir el punt co. També es fa servir el terme
simplement connex per a un compacte K del pla tal que C*\ K (o C\ K)) és
connex.

En el cas que un domini tingui forats, convé introduir una denominaci6 per
al domini en funcié del nombre de forats.

Definicié 1.14. Un domini U del pla compler es diu que és n-conner o que
té grau de connezio n (n > 1) si C* \ U té n components connezes. Si en té
infinites es diu que U té grau de connexid infinit.

El cas n = 1 correspon als dominis simplement connexos de la definicié 1.13.
A la figura 1.6 hi surt un domini acotat U que s’obté eliminant del disc unitat
la successié de discos D,, = D(1— %, ;;13), n > 2, que té grau de connexié infinit.

Acabem aquesta seccié provant que tot obert del pla es pot recobrir pel que
s’anomena successio ezhaustiva de compactes.

Lema 1.15. Per a tot obert U del pla, hi ha una successio de compactes
K,c U,n=1,2,... que compleizen les condicions segients:

a) Kn CKny1, n=1,2,...ilUse Kn=U.
b) Per a tot compacte K C U, existeir un n € N tal que K C K.

¢) Per a cada n € N, tota component acotada de C\ K, conté almenys una
component acotada de C\ U.

Demostracié. Definim
1 —_—
= : > - .
K, {z €C: d(z,C\U) > n} (D(0,n)

Es immediat comprovar a) i b). Per tal de comprovar c), sigui C una component
acotada de C \ K,, = (C\ D(0,n)) Nwgu D(w,1/n). Com que cadascun dels
conjunts d’aquesta reuni6 és connex, si un d’ells talla C, estara contingut dins
de C per la maximilitat de C (la reunié de dos conjunts connexos que es tallen
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és connexa). Essent C acotat, veiem, doncs, que C no pot intersectar C\ D(0,n)
i que és reunié d’uns quants discos,

c= |J Dw1i/n).

w; €EC,w; ¢U

En particular, C talla C\ U i, per tant, hi ha una component F' de C\ U que
talla C. Llavors F' és un conjunt connex de C\ U C C\ K que talla C, és a
dir, FCc C. O

Figura 1.6

El significat del lema és que, malgrat que K, C U i, per tant, C\ K, és més
gran que C\ U, K, no crea més forats que els que sén forgats pels forats de U
(eventualment una component de C \ K,, pot contenir més d’'una component
de C\U). D’altra banda, és clar que tota component de C\ U esta continguda
en una component de C\ K,, per a tot n (fig. 1.6).

1.4 Corbes, camins, element de longitud

1.4.1 Corbes i camins

Utilitzarem molt sovint corbes continues. Per a nosaltres una corba continua, o
senzillament corba, en un domini U serd una aplicacié continua v: [a,b] — U,
on [a, b] és un interval de R. També és habitual dir que 7 és un arc de corba o,
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senzillament, un arc. Designarem per 4* el conjunt imatge o recorregut de ~;
habitualment el visualitzem com un “fil” continu a U; pero, de fet, v* pot ser
un conjunt molt general. Per exemple, pot ser tot un quadrat.

Exemple 1.16. Les corbes continues que omplen un quadrat s’anomenen cor-
bes de Peano. Una de les primeres construccions d’aquestes corbes és deguda a
Hilbert. Es la segiient: dividim el quadrat unitat en quatre quadrats numerats
de manera consecutiva. Si pensem que ’aplicacié que busquem ha de transfor-
mar linterval [0, 1] en tot el quadrat, és natural imposar que dividint [0, 1] en
quatre quarts transformi cada un d’ells en cada un dels quadrats 1, 2, 3, 4. Si
femn una nova divisié de cada quadrat en 4 i de cada quart de [0, 1] en 4 trossos,
podem continuar exigint que cada 1/16 de [0, 1] s’apliqui en un dels 16 quadrats
resultants. Continuem aquest procés i numerem els quadrats de cada generacid
de manera que, si tenim dos quadrats consecutius de la generacié m, I"altim i
el primer de la generacié m + 1 de cada un d’ells siguin també adjacents. Ara
cada punt ¢t € [0,1] és el limit d’intervals de longitud 4™™ que el contenen i a
cada interval li correspon un quadrat de la m-ésima generacid, que té costat
de longitud 2~™. Si fem correspondre a ¢ el punt com a tots els quadrats que
corresponen als intervals que convergcixen cap a t, no és dificil comprovar la

continuitat de la corba que s’obté (fig. 1.7). O

11 14 21 22

12 13 24 23

43 42 31 32

"N
w

44 41 34 33

Figura 1.7

La corba 7: [a,b] — U s’anomena tancada si y(b) = 7(a), i simple (sense
autointerseccions) si y(s) # v(t) per a s,t € (a,b), s # t. D’una corba simple
se’n diu també una corba de Jordan o un arc de Jordan. La corba s’anomena
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diferenciable si per a cada valor del parametre to existeix el limit

¥ (to) = lim 28 =7(t0)

1.2

En termes de les components de v, v(t) = z(t) +1iy(t), aixo equival a dir que les
funcions reals z(t), y(t) siguin derivables en el punt ¢y, i llavors v/ (to) = z’(to)+
iy’ (to). Siy'(to) # 0, aquest vector és tangent a la corba en el punt v(¢o), és a
dir, la recta que passa per (o) de vector director v’(to) és tangent a la corba.
Si v/(t) existeix per a tot t i és continua a [a,b], direm que 7 és de classe C*
i anomenarem regulars les corbes de classe C' amb derivada no nulla a cada
punt. Si~’ existeix i és continua, llevat d’un nombre finit de punts en els quals
7 tingui derivades laterals, direm que v és de classe C! a trossos, o bé que 7y
és un cami. Un significat analeg té el concepte de corba regular a trossos, per
a les quals utilitzarem també el terme cam? regular.

Les regles per a calcular derivades de sumes o productes y(t)+a(t), y(t)-o(t)
sén les habituals. Per exemple,

(v(@®)-a()) =~ (t)-o(t) +~(t)o'(t) (1.3)

si y(t) i o(t) s6n derivables.

Mirem amb un cert detall 'exemple (t) = 1; = cost+isint, ¢t € R. Quant
varia a R, 7(t) recorre infinites vegades la circumferéncia unitat T en el sentit
antihorari i

v'(t) = —sint + icost = iv(t),

que expressa que el vector tangent és el vector radial multiplicat per i, és a dir,
girat 90°. En aquest punt convé abandonar la notacié 1; per al punt cost +
isint, introduint la funcié exponencial d’exponent imaginari pur.

Comencem per recordar que el nimero real e (d’Euler) es caracteritza, entre
tots els reals positius a > 0, per ser inic que té la propietat que la funcié
exponencial de base a, t—a' coincideix amb la seva derivada; és a dir, (at)’ =
t si i només si a = e. Aquest fet equival a la definicié classica de e com
e = limp_o(14+h)'/". Per les regles de diferenciacié habituals, hom té (e*(*))" =
u'(t)e*® siu és una funcié derivable de ¢; en particular, (e*t)’ = ae®t si a € R.
Ateés que (1;) = il;, segons acabem de veure, sovint es canvia la notacié 1;
per e, perque aixi la regla (1)’ = i1, és com I’anterior amb a = i: (e®)’ = ie®.
L’equacié

a

e =1, = cost + isint

és una definicié de e* quan z = it és imaginari pur. L’invers de e coinci-
deix amb el seu conjugat i és e*. Amb aquesta notacid, les funcions trigo-
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nometriques s’expressen per
1. .
cost = Ree* = é(e" +e7™),
. 1
sint = Ime* = — (e — e
5 (e ).

Aixi, tenim la definicié de e® per a 2 = z € R (del calcul amb funcions d’una
variable real) i ara la definicié per a z = it, imaginari pur. La definicié de e*
per a z € C qualsevol la donarem més endavant.

Les corbes poden estar donades també en forma polar. Si R: [a,b] — R,
¢: [a,b] — R sén continues,

7(t) = R(t)e**® = R(t)(cos ¢(t) + isin ¢(t))

és una corba continua a C\ {0}. Si R(t), ¢(¢) sén derivables, és immediat
comprovar que v és una corba diferenciable i

v'(t) = R'(t)e**® + R(t)ig' (t)e'*® = (R'(t) + iR(t)¢’ (t))e**®.

Més endavant (teorema 1.23) veurem que tota corba continua ~(t),a <t <b
que no passi per l'origen s’escriu en la forma ~(t) = R(t)e**(®).

Figura 1.8

Exemple 1.17. Si R(t) és una funcié positiva, creixent amb lim;_, o, R(t) = 0,
limy—, oo R(t) = 400, llavors

recorre una espiral que s expandeix a mesura que gira en el sentit antihorari,

iv(t) = R'(t)e' +iR(t)e* = (R'(t) +iR(t))e* (fig. 1.8). ]
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Es important no confondre v amb ~*, ja que v inclou 4* i la forma com és
recorregut. Per exemple, 71 (£) = e2™it, 5(t) = €2, 0 < t < 1 recorren totes
dues la circumferéncia unitat, perd amb velocitats diferents. Aquest exemple és
un cas particular d’un canvi de parametritzacié. En general, diem que I'(u), u €
[c, d] s’ha obtingut de ~(t), t € [a, b] per un canvi de parametritzacid si el nou
parametre u i el vell parametre t estan lligats per una relacié t = ®(u), on ® és
un homeomorfisme de [c,d] en [a, ] i '(u) = v(®(u)). Observem que, en aquest
cas, I'* = v*. Tot homeomorfisme entre intervals és o bé estrictament creixent
o bé estrictament decreixent; aquest fet classifica les parametritzacions de y*
en dues classes, cadascuna associada intuitivament a un sentit de recorregut.
Una orientacid de v* consisteix en ’eleccié d’una d’aquestes dues classes. Una
parametritzacié y(t), 0 < t < 1 i la parametritzacié 7(t) =v(1 —t),0<t <1,
defineixen orientacions oposades.

7(t)

Figura 1.9

Tal com s’ha mostrat més amunt, v* pot ser bastant arbitrari i, en particu-
lar, pot ser un quadrat. Si la corba v és C! a trossos, el conjunt v* ja té una
estructura més particular. En efecte, a ’entorn de tot punt ¢y on la derivada
existeixi i sigui no nulla, es pot aplicar el teorema de la funcié implicita i el
conjunt y* és, a I’entorn de y(tg), del tipus {(u,v) : v = 0}, on u, v sén unes
coordenades locals; en aquest cas v* si que és un “fil” (fig. 1.9), d’acord amb
el que diu la intuicié. En conseqiiéncia, en aquest cas el conjunt v* té mesura
planar zero (vegeu la proposici6 1.35).

1.4.2 Longitud i parametre arc

Repassem, ara, la nocié de longitud d’una corba, (t), a < t < b. Considerem
una poligonal P inscrita a vy determinada pels punts y(tg), ¥(t1), ¥(t2),- . ., Y(tn),
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amb a=1ty<t; <---<t, =0> La seva longitud és
L(P) = Z [Y(ti+1) — ()| = Z V(@(tiz1) — z(t:))? + (y(tiv1) — y(t:))2.
' ’ (1.4)

La longitud de «y es defineix per
L(v) = sup{L(P): P és una poligonal inscrita a v}.

Si L(7y) < 400 es diu que 7 és rectificable. En el cas que v sigui de classe C! a
trossos, aplicant el teorema del valor mitja a cada diferéncia de (1.4) trobem

L(P) = Z V(@ (&) + (¥ ()2 (ti+1 — ta), (1.5)

on els punts &;, 7; sén intermedis entre ¢; i t;4+1. En afegir punts a la poligonal,
i prendre limits a (1.5) resulta

b
Liy) = / ' (t)] dt.

Aquesta integral estd ben definida perque per hipotesi [a, b] es descompon en
intervals on 7’ és continua. L’integrand, ds = |Y'(t)| dt, és l’element de longitud
de v (alld que integrat déna la longitud). Logicament, I’element de longitud és
invariant per un canvi de parametritzacid, tant si es conserva el sentit com si
no. En efecte, si t = ®(u) i ['(u) = v(®(w)), hom té

I’ (u)l du = |7 (2())||®'(v)| du = |/ (t)] dt = ds.

Donat un cami 4, si designem per s(t) la longitud de 1’arc de corba entre y(a)
iv(t),

s(t) = / Iy (2)] da,

hom té s'(t) = |¥'(t)| > 0; per tant, t — s(t) és una bijeccié6 ¥ estrictament
creixent de [a, b] a [0, L], on L és la longitud total de . Considerant la bijecci6
inversa ® = ¢!, podem prendre s com a nou parametre, I'(s) = y(®(s)); com
que la longitud entre I'(0) i I'(s) és s, ha de ser |['(s)| = 1, fet que també
es comprova observant que % = (42)7" = |/(t)|7! i que I'(s) = +/(t)- &.
Aquesta parametritzacié s’anomena parametritzacio pel pardmetre arc.

Un cas particular de corba regular és el del grafic d’'una funcié real ¢ de
variable real z € [a, b], amb derivada continua, v(z) = (z, #(z)); en aquest cas

v (z) = (1,9 (z)), |7 (z)] = /1 + ¢'%() i la férmula per a la longitud esdevé

b
L(y) = / V1+ ¢%(z)dz.
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1.4.3 Integracié respecte de ’element de longitud

Si v és una corba de classe C! a trossos i h és una funcié continua sobre ~*,
que pren valors reals, definim la integral de h respecte de ’element de longitud
ds, f7 hds, com

b
/ hds = / B0 (1) dt.

Aquesta integral esta ben definida i, de fet, és el limit de les sumes de Riemann

D R(v(E)(Eir1) — (t)]-

Novament, aquesta nocié és independent d’un canvi de parametritzacid, tant
si conserva el sentit del recorregut com si no.

Exemple 1.18. Considerem la corba y(t)=(t,cht)=(t, 1(e! +e7*)),0<t<1.
El vector tangent és (1,sht) que té modul \/1 +sh?t = cht, ds = chtdt. La
longitud és fol chtdt =shl = %(e —e™ 1. Si h(z,y) = Ty, hom té

1 1
/hdsz/ h(t,cht)chtdtz/ t(cht)zdt:%(3+2sh2—ch2). |
0% 0 0
1.5 Determinacions de l’argument. Index d’una corba

tancada respecte d’un punt

1.5.1 Determinacions de ’argument

Recordem que tot nimero complex z # 0 té associat el conjunt arg z dels seus
arguments.

Definicié 1.19. Si 0 ¢ E C C, una determinacid continua de ’argument a E
€s una aplicacid continua
g:E— R

tal que g(z) € argz, st z € E.
Aixi, g tria de manera continua un dels possibles arguments de cada punt

z € E. Moltes vegades es parla de determinacié de l’argument per tal de
referir-se a una determinacié continua de I’argument.
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Exemple 1.20. L’argument principal, Arg, no és una determinacié de ’argu-
ment a C\ {0} perqué en un punt a real negatiu no és continua en ser

lim A jy)=m=A
pm rg(a+iy) = m = Arga,

lim Arg(a+iy) = —m.
o um Arg(a +iy)
La funcié Arg si que és continua a tot altre punt i, per tant, és una determinacié
continua de I’argument a C \ R™, que pren valors a (—m, 7). O

Observem que si g, h sén dues determinacions continues de ’argument a
E, (g — h)/(27) és una funcié continua a E que pren només valors enters; en
conseqiiéncia, si E és connex, és una funcié constant. Aixi, en un conjunt
connex totes les determinacions continues de I’argument, si n’hi ha, difereixen
entre si per constants que sén multiples enters de 2. A C\R™, Argz + 27k,
k € Z s6n totes les possibles determinacions continues de I’argument.

No sempre hi ha determinacions continues de ’argument sobre un con-
junt E. Per exemple, a C\ {0} no n’hi ha cap, perque si g en fos una, a C\R~
seria, pel que acabem de dir, g(z) = Arg(z) + 27k per a un k € Z i g no podria
ser continua en els punts reals negatius.

Si L és qualsevol semirecta que surti de I'origen, diguem L ={z: Argz=
a},a € (—m,w], a C\ L hi ha determinacions continues de ’argument donades
analiticament per

Arg(z-€'"%) — 1 4+ o + 27k, k € Z.

De manera analoga es parla de determinacions continues de l’arrel n-ésima
a un conjunt E que no contingui el zero. Per exemple, una determinacié
continua de D’arrel quadrada és una aplicacié continua h: E — C tal que
h(z)? = z, z € E. Si hy, hy sén dues determinacions de 1’arrel quadrada,

2
llavors (%;) =11, per tant, si E és connex o bé hy = hy 0 bé h; = —hs.

Observem que si g és una determinacié continua de I’argument a FE, aleshores
h(z) = y/]z]€¥9(*)/2 és una determinacié continua de I’arrel quadrada.

Més generalment, es defineixen les determinacions de I’argument o de les ar-
rels de funcions continues f: F — C no nulles: una determinacidé de l’argument
de f: E — C\ {0} és una funcié g: E — R continua tal que g(z) € arg f(z),
si z € F i una determinacié de l’arrel m-ésima de f: E — C\ {0} és una
funcié h continua en F tal que h™ = f. Si hi ha una determinacié continua de
P’argument de f, g, és evident que també n’hi ha una de I’arrel m-eésima, posant
senzillament h = |f|}/™e9/™. Ara bé, pot existir una determinacié continua
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de ’arrel d’una funcié f sense que existeixi determinacié de I’argument de f,
tal com ho mostra ’exemple segiient.

Exemple 1.21. Considerem f(z) = (22 -1) = (z+1)(z-1)a E = C\
[-1,+1]; quan z recorre la circumferéncia de centre 0 i radi 2 (z = 2¢%,0 <
6 < 2m), 22 — 1 recorre la circumferéncia de centre —1 i radi 4 dues vegades,
de manera que qualsevol determinaci6é de I’argument tindra al llarg d’aquesta
corba una variacié de 47 i és, per tant, discontinua. En canvi, la determinacié
principal de /w, composta amb f déna una determinacié continua de /f
(vegeu l’exercici 11). O

En la definicié de determinaci6 de ’argument d’una funcié f que hem donat
més amunt, hem suposat que el domini de f era una part de C, perd la mateixa
definici6 es pot donar quan f esta definida en qualsevol espai metric o topologic
connex X. Tot i que ens interessara especialment el cas en qué X sigui un
interval de la recta o bé un domini del pla, precisem la definicié en general.

Definicié 1.22. Sigui X un espai connez i f: X —C\{0} una funcid continua.
Una determinacié continua (o, simplement, una determinacid) de l’argument
de f és una aplicacid continua h: X — R tal que h(z) € arg f(z), per a cada
z € X. Dit d’una altra manera, f(z) = |f(x)|e*®), z € X.

Observem que si en la definicié anterior es pren X = E C C\ {0}, f(2) = 2,
tenim el concepte de determinacié de I’argument donat per la definicié 1.19.

Dues possibles determinacions continues de I’argument de f difereixen en
una funcié que pren només valors que s6n miltiples enters de 27 i, essent
X connex, ha de ser una constant miltiple de 27.

Si en el conjunt imatge, E = f(X), hi ha una determinacié continua g(w)
de 'argument de la variable w € F, llavors h = g o f és una determinacié
continua de 'argument de f. Aquesta condicié es compleix a I’entorn de cada
punt x € X, agafant, per exemple, un entorn de z que la funcié f apliqui en el

disc D(f(z),|f(z)]).

Considerem el cas d’una corba continua v: [a, b] — C que no passi per zero,
~(t) # 0. Si pretenem escriure 7(t) en coordenades polars,

7(t) = R(t)e*®,

per al terme R(t) no hi ha opcié: senzillament R(t)=|v(t)| = /z(t)? + y(t)?,
si y(t) = z(t) +iy(t) i R(t) és continua. Ara bé, per a ¢(t) hi ha una infinitat
d’opcions i no és evident que existeixi una tria de ¢(t) continua, per6 tanmateix
és cert; és clar que la funcié ¢(t) no és altra cosa que una determinaci6 de
Pargument de -, en el sentit de la definicié 1.22.
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Teorema 1.23. Si~: [a,b] — C és un corba continua que no passa per l'origen,
existeiz una determinacio continua ¢ de l’argument de . Per tant, ¢(t) + 27k,
k € Z és Dexpressio general de totes les determinacions de l’argument de 7.

Si vy és diferenciable, també ho és ¢ i ¢'(t) = Im %

Demostracié. Considerem una particiéa =tg < t; <tz < :-- < t, = bde [a,d]
de manera que 7([t;—1,%;]) estigui inclos en un disc D; que no contingui el
zero; aixd és possible per la continuitat de + i la compacitat de [a,b]. Si g; és
una determinacié de Argz a D;, ¢; = g; oy és una determinacié de Arg~(t)
a [t;i—1,t;]. En el punt t;, hi tenim dos arguments de 7(¢;), que sén ¢;(t;)
i ¢it+1(ti), que diferiran en un miltiple de 2m; afegint a ¢;+1 aquest multiple
enter de 27, aconseguim, per iteracié, una determinaci6 global ¢.

Veiem ara que en un punt ¢ on + sigui diferenciable, també ho és ¢ i ¢'(t) =
Im T((t_)l’ suposem sense perdre generalitat que 7(t) esta en el semipla Re z > 0.
Llavors ¢(t) difereix en un entorn de t de la determinacié principal Arg~y(t)
per una constant i té la mateixa derivada. Si y(t) = (z(t),y(¢)), z(t) > 0, és

t
Arg~(t) = arctan %
i derivant resulta, efectivament, ﬂrj%g =Im 77’(%1 Od

Es important adonar-se que el que es demana és que ¢ sigui continua en el
parametre t de la corba i que hem provat que una determinacié de I’argument
de v sempre existeix, encara que a " no existeixi una determinacié de argz.

Exemple 1.24. La corba v(t) = €*, 0 < t < 2, té la determinacié continua
de 'argument h(t) = t, perd a v* = T no hi ha cap determinacié de argz. O

Si ¢ és una determinacié de 'argument de ~, la quantitat ¢(b) — ¢(a), que
no depeén de la determinacié escollida perque la constant additiva es cancella,
s’anomena variacié de l’argument al llarg de v i es representa per A, arg. En el
cas de corbes diferenciables a trossos, pel teorema fonamental del calcul, hom

té
b
7' (t)
A, ar :Im/ dt,
v a ()

perque ¢(b) f ¢’'(t) dt i ara s’aplica el teorema 1.23.
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1.5.2 Index d’una corba tancada

Siy: [a,b] — C és una corba tancada que no passa per 'origen i ¢: [a,b] — R és
una determinacié de I’argument al llarg de -, llavors ¢(a) i ¢(b) sén arguments
del mateix punt i, per tant, ¢(b) — #(a) = A, arg és un miiltiple enter de 27 i
té sentit la definicié segiient:

Defimclo 1.25. Siy és una corba tancada que no passa per l’origen, el nimero
enter - A7 arg s’anomena index de vy respecte de l’origen o també el nombre
de voltes de ~y al voltant de l’origen i es representa per Ind(vy,0).

En el cas que la corba tancada «y sigui C* a trossos, el nimero Ind(+y,0) es
pot calcular de la manera segiient: si y(t) = R(t)e!*®, R(t) = |y(t)|, tenim

V() = (R(8) +iR(E)¢ (0)e® i ¥/ (t)/1(t) = (5 +i¢'); per tant, Re 13
és #(t—)l, la derivada de log R(t) = log|v(t)|, i resulta

bY@ [P (1) 7' (t) Iy ()
/amdt—/GR (t) dt +1 /I oy dt = log l’Y( )|+2A 4 arg.

Aix{ doncs, per a una corba tancada v: [a,b] —=C)\ {0}, C' a trossos hom té

Ind(y,0) = —— / ?(—

De manera intuitiva, Ind(-y,0) és el nombre de voltes que ens faria el cap si
seguissim amb la vista, situats a ’origen, una particula que es desplacés segons
la trajectoria (t). Es tracta d’'una quantitat que és invariant per canvis de
parametritzacié que conservin ’orientacié i que canvia de signe davant de canvis
de parametritzacié que no la conservin.

Definicié 1.26. Siy és una corba tancada qualsevol i z ¢ v*, definim index
de vy respecte de z, designat per Ind(v, z), com Ind(y — z,0).

En el cas d’'una corba tancada de classe C! a trossos parametritzada per

[a, b], hom té

1P A

Ind — —————dt. 1.6
(,2) = 5— A (1.6)
Com a funcié de z, ’index és una funcié continua en el complementari de v*.
Aquest fet, per al cas d’una corba C! a trossos, que sén les que aquf considera-
rem, es pot provar utilitzant I’expressi6 integral (1.6) i la demostracid, en el cas
d’una corba continua tancada, es proposa com a exercici (vegeu l’exercici 13).
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Si 4: [a,b] — C és una corba tancada, sabem que el complementari de *
en el pla, C\ v*, té una tnica component connexa no acotada i un conjunt
finit o numerable de components connexes acotades. Es important fer notar la
propietat segiient:

L’indez, Ind(y,z), com a funcié de z, és constant en cada una de
les components connezes de C \ v* i val zero en la component no
acotada.

En efecte, en cada component Ind(v, 2) és una funcié continua que només
pren valors enters i, per tant, ha de ser constant. L’afirmacié sobre el com-
ponent no acotat és intuitivament clara i es pot justificar també analiticament
observant que si movem el punt z podem suposar que hi ha un disc D tal que
z ¢ Di~* C D. Aleshores sobre D es pot prendre una determinacié de l’ar-
gument de w — z que composta amb -y donara una determinaci6é de I’argument
de v(t) — 2, la qual, clarament, valdra el mateix per at =ait=0b.

Exemple 1.27. a) Si considerem una circumferéncia centrada a l’origen, de
radi R i recorreguda m vegades,

v(t) = Re'™, 0<t<2n

(amb m enter) i z € C, resulta, pel que acabem de dir:
Si |z| > R, Ind(y,2) = 0.
Si |z| < R, Ind(vy, 2) = Ind(v,0) i

1 2 . imt
Ind(v,0) = — miRe™ dt = m.

271 Jo Reimt

Si |z| = R, Ind(7, z) no esta definit.

b) Si considerem ara que + sigui la vora d’un quadrat recorreguda en el sentit
directe (antihorari) i z és un punt de l'interior del quadrat, és clar intuitivament
que Ind(y,z) = 1. Aix0 es pot comprovar també amb el meétode que, tot
seguit, descrivim per al calcul de I'index. Una prova analitica, fent servir (1.6),
d’aquest fet és més llarga i es proposa com a exercici (vegeu 'exercici 12). O

A I'hora de calcular I'index d’una corba tancada +y respecte d’un punt z ¢ v*,
a part de la férmula integral (1.6) valida per a corbes de classe C*, hi ha un
metode geometric que és molt 1til i facil d’aplicar, que és el segiient:

Considerem una semirecta qualsevol que surt del punt z; es pot provar que
gairebé totes aquestes semirectes (en el sentit de la mesura de Lebesgue sobre
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una circumfereéncia de centre z sobre la qual prenem la direccié de cada semi-
recta) tallen 4* en un nombre finit de punts. Fixem una d’aquestes semirectes,
diguem-li L i siguin w;, ..., w, els punts de tall de L amb ~*,

LNn~* ={w,...,w,}.

Ara associem a cada punt w; un nimero o; igual a +1 d’acord amb la regla
segiient:

0; = +1si vy travessa L, en el punt w;, en sentit directe.

0 = —1 si vy travessa L, en el punt w;, en sentit invers.

sentit invers

sentit directe L

sentit directe

sentit directe sentit invers

Figura 1.10
Aleshores es compleix
n
Ind(y,2) = D 0j. (1.7)
=1

Es diu que + travessa L en el sentit directe si ho fa en el sentit dels arguments
creixents, i en sentit invers si ho fa en el sentit dels arguments decreixents,
pensant que 'origen s’ha posat en el punt z (fig. 1.10). La justificacié de (1.7)
és clara intuitivament. Una prova rigorosa és més delicada i no la farem aqui.

Exemple 1.28. Vegeu la figura 1.11. O
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29 Ind(y,21) =2
Ind(7, 24) = 2
Ind(y, z5) = —1.

Figura 1.11
1.6 Dominis amb vora regular

Si U és un domini del pla, la frontera topologica de U, U, pot ser extraordi-

nariament complicada. Per aquest motiu, en ’estudi de la teoria de funcions,
convé moltes vegades considerar dominis que tinguin una frontera regular. La

idea més natural és pensar que la frontera de U esta formada per una o diverses
corbes tancades. En aquest context és rellevant el teorema de la corba de
Jordan, del qual recordem aqui I’enunciat (vegeu [6, pag. 261)).

Teorema 1.29. Si v és una corba tancada de Jordan, l'obert C\~* té dues
components connezes, una que €s acotada i una altra que no ho és. La compo-
nent acotada és simplement connezxa i v* €s la frontera topologica de cadascuna
de les components. A més, Ind(vy, z) val 0 si z pertany a la component no aco-
tada i val 1 o —1 si z pertany a la component acotada.

La component acotada de C \ v* s’anomena interior de v, Int(v), i la no
acotada és l’exterior de vy, Ext(y).

A la vista d’aquest teorema anomenarem domini de Jordan tot domini que
sigui la component connexa acotada del complementari d’una corba tancada de
Jordan. Aixi doncs, la frontera d’un domini de Jordan és una corba de Jordan
tancada. A I'enunciat segiient, la prova del qual es deixa com a exercici, es veu
que aquesta propietat de la frontera caracteritza els dominis de Jordan.

Proposicié 1.30. Si U és un domini acotat del pla tal que OU és una corba
de Jordan tancada, llavors U és un domini de Jordan.

Una idea una mica més general que la de domini de Jordan és pensar que la
frontera de U és una varietat de dimensié 1, que és el que toca ser a la frontera



1. ARITMETICA I TOPOLOGIA DEL PLA COMPLEX 31

d’una varietat de dimensié 2, com ara és U. Recordem que una varietat de
dimensio 1 o 1-varietat és un espai topologic M, amb restriccions de numera-
bilitat, que es pot recobrir per una familia d’oberts de M de manera que cada
un d’ells és homeomorf a l'interval (0,1). Es evident que una corba tancada
de Jordan, que podem pensar com un espai homeomorf a la circumferéncia
unitat T, és una 1-varietat. Si considerem un domini acotat U, la seva fronte-
ra QU és un compacte que no té per que ser connex. Si suposem ara que OU és
una 1-varietat, llavors cada component connexa de JU és també una 1-varietat
que, a més, és compacta i connexa. Doncs bé, resulta que cadascuna d’aquestes
components ha de ser una corba tancada de Jordan. Aix0 és a causa del fet
segiient, ben conegut (vegeu [5, pag. 127]).

Teorema 1.31. Tota 1-varietat compacta i connexa és homeomorfa a T i és,
per tant, una corba tancada de Jordan.

Aixi doncs, els dominis de Jordan sén exactament els dominis acotats del
pla complex que tenen per frontera una 1-varietat connexa.

o
J

V(20) Pzo

p
\J

—

Figura 1.12

Una altra manera d’exigir que un domini acotat U tingui la seva frontera
regular és suposar que el compacte U sigui una subvarietat de R? amb vora.
Recordem que aix0 significa que cada punt zg € QU té un entorn V (zg), obert
de C, de manera que hi ha un homeomorfisme ¢, : V(2¢) — D, de V(2¢) sobre
el disc unitat D, tal que (fig. 1.12)

a) ¢©,(V(20)NOU)={z€D: Imz =0}

(1.8)
b) ¢ (V(20)NU)={z€D: Imz > 0}.
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Es clar que si U és una subvarietat amb vora, llavors OU és una 1-varietat.
Aixi mateix aquesta hipotesi limita el nombre de components de QU :

Proposicié 1.32. Si U és un domini acotat tal que U és una subvarietat amb
vora de R?, llavors OU té un nombre finit de components connezes.

La prova es deixa com a exercici.

Resumint el que hem dit fins ara resulta, doncs, que si U és un domini
acotat i U és una subvarietat amb vora, llavors la frontera de U esta formada
per un nombre finit de corbes de Jordan tancades (fig. 1.13). Val la pena fer
notar que també és cert el reciproc d’aquest fet, de manera que podem enunciar
el resultat segiient:

Proposicié 1.33. Si U és un domini acotat del pla, llavors la seva frontera és
la reunié d’un nombre finit de corbes tancades de Jordan disjuntes entre si, si
i només si U és una subvarietat de R? amb vora.

M

Figura 1.13

Per tal de provar-ho n’hi ha prou de veure que si v és una corba tancada
de Jordan, llavors tant l'interior de -y, més la propia 7, com l’exterior de 7,
més la corba, sén subvarietats amb vora de R?. Aixo és una conseqiiéncia del
fet que tot homeomorfisme entre una corba de Jordan i T es pot estendre a un
homeomorfisme de C sobre C (teorema de Schoenflies: vegeu [5, pag. 153]).

Totes les consideracions que hem fet fins ara sén topologiques en el sentit
que no s’ha imposat cap condicié de diferenciabilitat, ni a les corbes ni als
homeomorfismes. Pero les equivaléncies que hem establert continuen sent
valides si substituim corba de Jordan per corba de Jordan regular, 1-varietat
per 1-varietat de classe C! regular, i subvarietat amb vora per subvarietat amb
vora regular. Aixi, prendrem com a basica la definicié segiient:
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Definicié 1.34. Direm que un domini acotat U del pla és un domini amb
vora regular (resp. amb vora regular a trossos) si la frontera de U estd formada
per un nombre finit de corbes tancades de Jordan regulars i disjuntes entre si
(resp. regulars a trossos).

Si, per exemple, considerem que U és una subvarietat de R? amb vora
regular, llavors ’homeomorfisme ¢,,: V(20) — D entre un entorn de 2o € U
i el disc unitat D que satisfa (1.8) és un difeomorfisme entre V' (zp) i D. Aixd té
com a conseqiiéncia que les corbes de Jordan tancades que formen QU siguin
regulars. El reciproc, és a dir, el fet que si U té vora regular, d’acord amb la
definici6 1.34, llavors U és una subvarietat regular amb vora, es pot provar ara
directament utilitzant el teorema de la funcié inversa.

Proposicié 1.35. Sigui v(t), 0 <t < 1 una corba tancada de Jordan regular
i 20 = ¥(to), 0 < to < 1. Llavors ezisteir un entorn V(zq) del punt zp, un
disc Ds(to) de centre (to,0) i un difeomorfisme ¢ de Ds(zg) sobre V(zp) de
manera que

8) 9(t,0)=1(t) |t—tol <

b) J,(to,0) > 0.

Si ara posem Df = Ds(to) N {z: Imz > 0}, D; = Ds(to) N {z : Imz < 0},
i V*(20) = @(D}), V= (20) = ¢(Dj ), aleshores es compleiz V*+(zp) C Int(y),
V= (20) C Ext(y) o bé V*(20) C Ext(y), V™ (20) C Int(v) (fig 1.14).

Ext(v)
© V(20)

_ T
ﬂ v*

Figura 1.14

Demostracid. Siguin z(t), y(t) les components de v, és a dir, v(t) = (z(t),y(t))-
Com que = és regular, 7'(¢o) # 0 i podem suposar, per exemple, que z’(t) # 0.
Definim al voltant del punt (¢o,0) la funcié ¢ per ¢(t,s) = (z(t),y(t) + s)



34 JOAQUIM BRUNA i JULIA CUFI

si '(tg) > 0 o bé p(t,s) = (z(t),y(t) — s) si z'(tg) < 0, de manera que
J¢(t0,0) > 0.

Pel teorema de la funcié inversa ¢ és un difeomorfisme de classe C! d’un
entorn de (tg,0), posem Ds(to), en un entorn de ¢(tp,0) = z¢, posem V(zp)
i p(t,0) = v(t), si |t —to| < 4. Aixi, els punts de V(zp) \ v* es reparteixen
en dos oberts connexos que ja podem anomenar V*(z9) i V= (z) i que sén,
precisament, o(Df) i ¢(Dj).

Com que VT, V~ han d’estar continguts en alguna de les components con-
nexes de C \ v*, tenim la conclusi6 de ’enunciat. a

Corollari 1.36. Un domini acotat U del pla és un domini amb vora regular
(resp. regular a trossos) si i només si U és una subvarietat amb vora regular
(resp. regular a trossos) de R2.

Analitzem ara una mica més detalladament ’estructura d’un domini amb
vora regular i de la seva frontera.

Proposici6 1.37. Sigui U un domini acotat del pla amb vora regular (o regular
a trossos). Llavors OU = vfU~3U---U~%, onv;, 1 =1,2,..., N sén corbes
tancades de Jordan regulars (o regulars a trossos) i disjuntes entre si, de manera
que:

a) 7: - Int(’)ll)’ Int(’)/l) - Int(’YI)’ 1=2,3,... )N'
b) Int(vz2),Int(vy3),...,Int(yn) son disjunts entre si.

¢) U =Int(y) \ (Int(y2) U--- UInt(yn)).

Demostracié. Ja sabem que OU esta formada per un nombre finit de corbes
tancades de Jordan disjuntes i regulars. Suposem que +;, 7v; sén dues d’aquestes
corbes. Llavors la proposicié és una conseqiiencia immediata de les observacions
segiients:

1) 77 C Int(v;) = Int(y:) C Int(y;).

En efecte, la component no acotada de C\'y; no talla v}; per tant, ha d’estar
continguda en una component de C\ v} que només pot ser la no acotada; i ara
prenem complementaris.

2) Int(y;) NInt(y;) =0 = U C Ext(y:) NExt(y;) (fig. 1.15).

En efecte, si fos U C Int(7;), no podria ser v; C OU. Analogament passaria
si fos U C Int(v;).

3) v CInt(y;) = U C Int(y;) \ Int ().
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Vi
Int(y;)

Figura 1.15

En efecte, sabem que Int(7y;) C Int(v;). Es clar que U C Int(v;) perque
¥; C 9U imno pot ser U C Int(y;) perque v; C U.
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